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SaZetak—Da bi se omogucila personalizacija telekomunika-
cionih servisa, potrebno je kvantitativno iskazati njihove odlike
i uzajamnu slicnost. U ovom radu je dat pregled funkcija koje
se tom prilikom koriste.

Kljuéne re¢i—Funkcije slicnosti, metricke funkcije, vektorski
prostori, personalizacija, telekomunikacioni servisi.

I. UvoDp

EDAN od izazova koji se postavlja pred operatore mul-

tiservisnih telekomunikacionih mreZa je modeliranje nji-
hovih korisnika (u ovom radu se za osobu koja koristi teleko-
munikacioni servis koristi naziv korisnik, bez Zelje da se
implicira njena rodna pripadnost). Model korisnika pri tome
predstavlja skup kvalitativnih i kvantitativnih atributa koji
opisuju interesovanja, Zelje ili potrebe posmatranog korisnika.
Kada bi raspolagali ovim podacima, operatori bi mogli svakom
od korisnika da ponude personalizovane servise, koji bi se u
najveéoj meri podudarali s procenjenim modelom.

Dva kljuéna elementa personalizacije telekomunikacionih
servisa su ucenje modela korisnika i odredivanje sli¢nosti
procenjenog modela s raspoloZivim servisima. U svojoj do-
ktorskoj disertaciji [1], pokazao sam da se potonji problem
moZe elegantno reSiti koriS¢enjem elemenata matematicke
teorije metrickih prostora. U ovom radu, saZeto ¢u predstaviti
osnovne rezultate do kojih sam tom prilikom doSao.

II. VEKTORSKI PROSTORI

Na samom pocetku, podseti¢emo se modela vektorskog
prostora i videCemo kako se on koristi za predstavljanje
telekomunikacionih servisa.

A. Osnovne definicije

Neka su dati skup 2 i polje (F,+,-). Za skup 2 se kaze
da predstavlja vektorski prostor nad poljem F, ako je zatvoren
nad operacijom sabiranja,

(Vx,y ) x+yeN (1)
i mnoZenja elementima polja I,
VaeF)(Vxe Q) axeQ (2)

i ako za sve elemente x, yiz€ Qi ai (€ F vazZe sledece
aksiome:
X+ty=y+x, 3)
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x+(y+z)=x+y)+z, )
(30€Q) 0+x =x, (5)
(A(=x) € Q) x+ (-x) =0, (6)
Ix = x, @)

a(Bx) = (af)x, ®)
a(x+y)=oax+ay, )

(a4 0)x = ax + Ox. (10)

Elementi vektorskog prostora nazivaju se vektorima, a ele-
menti polja F skalarima. Aksiome (3)-(6) pokazuju da je 2
komutativna ili Abelova grupa u odnosu na operaciju sabi-
ranja vektora. Ostale aksiome odnose se na mnoZenje vektora
skalarom.

Primetimo da postojanje vektorskog prostora implicira li-
nearnost sistema. Bilo koja dva elementa sistema mogu se
sabrati i, takode, bilo koji element sistema moZe se pomnoZiti
konstantom, da bi se dobio novi element sistema.

B. Skalarni proizvod vektora

Neka su dati vektorski prostor {2 sa vektorima x, y i z i
polje F sa skalarima « i (3. Preslikavanje 7 : 1 x 2 — F za
koje vazi

T(x+y.z)=7(x2)+7(y 2, (11
m(ax,y) = ar (x,¥), (12)

T (x,y) =7 (y,x), 13)
x#0 = 7(x,%x) >0 (14)

naziva se skalarnim proizvodom vektora. U vektorskom pro-
storu nad poljem realnih brojeva, uobicajeno je da se skalarni
proizvod definiSe kao

T(x,y) =x-y = [x||y[cosb, (15)

gde je sa || oznalen moduo vektora, dok je 6 ugao izmedu
vektora x i y.

Vektorski prostor nad kojim je definisan skalarni proizvod
naziva se euklidskim prostorom. Za dva vektora u euklidskom
prostoru se kaZe da su ortogonalni ako je njihov skalarni
proizvod jednak nuli. Ako bazu prostora ¢ine uzajamno nor-
malni vektori jedinicnog modula, tada se takav prostor naziva
ortonormalnim.

914



C. Predstavljanje telekomunikacionih servisa u modelu ve-
ktorskog prostora

Po analogiji s teorijom pronalaZenja informacija, [2], sva-
kom telekomunikacionom servisu moZemo pridruZiti njegovu
surogatsku apstrakciju u vidu n-dimenzionalnog vektora odli-
ka x = [z1 x5 - - - x,]. Bazisnim vektorima ovakvog prostora
moZemo pridruziti znacenja ,klju¢nih reci”, pa bi u tom
slucaju vrednosti pojedinih koordinata zi,xs,...,z, odgo-
varale ,,udelu” klju¢nih re¢i u posmatranom servisu; stoga je
uobicajeno da vrednosti koordinata budu nenegativne. Prime-
timo da se, ako su ove vrednosti O ili 1, radi o jednostavnom
oznaCavanju prisustva ili odsustva klju¢ne reci, dok se u
sluCaju kada one pripadaju intervalu [0,1] implicitno uvode
elementi fazi skupova.

Treba naglasiti da pitanja definisanja bazisnog skupa za
opisivanje telekomunikacionih servisa i odredivanja koordinata
u ovakvom vektorskom prostoru za sada nisu standardizovana.
U oblasti multimedije, moguce reSenje mogli bi predstavljati
standardi MPEG-7 i MPEG-21.

Kada su poznati vektorski surogati raspoloZivih servisa,
moguce je jednostavno kvantifikovati njihovu uzajamnu sli-
¢nost.

III. KVANTIFIKOVANJE SLICNOSTI

Neka su dati vektorski prostor €2 i vektori x =
T2 - 2],y = [miy2 -yl 12 = [2122 - 2]
U najgrubljoj podeli, funkcije za kvantifikovanje uzajamne
slicnosti telekomunikacionih servisa moZemo svrstati u dve
grupe, mere razdaljine i mere slicnosti.

A. Mere razdaljine

Najpoznatije mere razdaljine su metricke funkcije. Neka je
data funkcija f, takva da vazi

f(x,y) =0, (16)
fxy)=0+x=y, (17)
fxy)=[(y,%x), (18)
fxy)+f(y,2) 2 f(x2). (19)

Funkcija f naziva se metrikom i ima interpretaciju rastojanja
njihovo rastojanje u posmatranom prostoru je manje i obrnuto.

U nekim primenama su od interesa i funkcije koje ne zado-
voljavaju sve uslove (16)-(19). Ako nije ispunjen uslov (17),
funkcija f naziva se pseudometrikom. Ako ne vaze uslovi (17)
i (18), radi se o hemimetrici. Ako ne vazi samo (18), funkcija
f je kvazimetrika. Za funkciju f kaZe se da je semimetrika
ako ne zadovoljava samo nejednakost trougla, (19). Konac¢no,
ako je zadovoljen samo uslov (16) uz f (x,x) = 0, funkcija
f se naziva prametrikom.

Prva mera razdaljine koju ¢emo razmotriti je metrika
Minkowskog, koja je data izrazom

n
Z |z — wil”,
=1

(20)

pri emu je parametar p realan broj koji nije manji od 1. Prime-
timo da su funkcije koje imaju podesljiv parametar narocito
pogodne za preciznije kvantifikovanje slicnosti srodnih servisa,
jer se promenom vrednosti tog parametra ,razvlaci skala”
metrike.

Metrika Minkowskog ima tri vazna posebna slucaja. Za p =
1, dobija se Manhattan ili faxi cab metrika,

Fy) =D lw—uil. Q1)
i=1
Za p = 2, radi se o Euklidovoj metrici
(22)

koja se, uprkos kritikama da ne opisuje dobro karakteristike
multimedijalnih servisa, u literaturi i dalje naj¢eS¢e koristi.

Kada p — oo, dobija se metrika supremuma,

f (x,y) = max|z; — yi|. 23)

Metrici Minkowskog sli¢na je [, metrika,

(24)

pri ¢emu je sada p prirodan broj. Normalizacioni ¢lan 1/n u
literaturi se ponekad izostavlja.

Ponderisana varijanta Euklidove metrike naziva se Maha-
lanobisovim rastojanjem,

n
f(xy) = Zwi (i — i), (25)
i=1
gde su sa w;, ¢ = 1,...,n oznaCeni tezinski koeficijenti.

Izborom njihovih vrednosti se uzima u obzir nejednak uti-
caj pojedinih koordinata vektorskog prostora na percepciju
servisa.

Aggarwal i dr. su primetili da sa povecavanjem dimenzije
vektorskog prostora, n, performanse metrike Minkowskog, u
smislu sposobnosti distinkcije bliskih vektora, rastu sa smanji-
vanjm vrednosti parametra p [3]. Zbog toga, predlazu da se u
prostorima velikih dimenzija koristi frakciona metrika, koja se
dobija kada se u (20) dozvoli da vrednost parametra p pripada
intervalu (0,1). Sledeéi ovu ideju, u radu [4], pokazao sam
da je uocena pojava jo§ izraZenija u hipersfernim vektorskim
prostorima, u kojima su moduli svih vektora uzajamno jednaki.
Pod takvim okolnostima, optimalna vrednost parametra p, koja
pruza najvecu distinktivnost metrike, nalazi se upravo unutar
intervala (0,1). Frangois i dr. su pokazali da su frakcione
metrike pogodne za primene u uslovima kada Sum koji deluje
nije beli Gaussov [5].

Na slici 1, prikazane su izodistante linije funkcije (20), za
razli¢ite vrednosti parametra p. Radi preglednosti, posmatran
je dvodimenzionalni prostor, pri ¢emu je pretpostavljeno da se
jedan od vektora nalazi u koordinatnom pocetku.
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Slika 1: Primeri izodistantnih linija funkcije (20), za razlicite
vrednosti parametra p, u dvodimenzionalnom vektorskom
prostoru.

Od ostalih mera razdaljine, pomenu¢emo Gaussovo rasto-
janje [6],

Z exp l — yz) , (26)
gde su 0, ¢ = 1,...,n podesljivi parametri.
Zeta rastojanje [7] dato je izrazom
ooy = | 23 @2 - gy @)
b) y n 1 yz *

=1

Ova funkcija je primer pseudometrike. Ona postaje metrika
onda kada su sve koordinate vektora x i y istog znaka.
U radu [8], predloZena je upotreba hiperbolickog rastojanja,

Z:l (@i yz)

Y0 (- )|

pri ¢emu je r podesljivi parametar. Geometrijska interpretacija
ovog rastojanja u ravni bila bi sledeca. Posmatrani hiperbolicki
prostor predstavlja kruznu povrs. Neka su date tacke A i B
koje pripadaju ovom prostoru. Neka je, dalje, kroz ove tacke
konstruisana tetiva kruga, ¢ije su krajnje tacke U i V, kao §to
je to prikazano na slici 2. Hiperbolicko rastojanje tacaka A i
B tada je

r—

f(x,y)=|n

(28)

N g (A, V)dg (B,U)|’

f(A,B) = (29)

gde je sa || oznaCen operator apsolutne vrednosti i sa dg
Euklidovo rastojanje racaka.

Lo

Slika 2: Geometrijska interpretacija hiperbolickog rastojanja
(28) u ravni.

Jo§ jedan primer neeuklidskog rastojanja nalazimo u [9].
Funkcija f definisana izrazom

YD) ITCERN

=1 j=1

fxy)= —y;),  (30)

gde je g; ; lokalna reprezentacija tenzora Riemannove metrike
naziva se tangentnim rastojanjem. Primetimo da se u slucaju
gi,; = 0;; tangentno rastojanje svodi na Euklidovu metriku.
Ovaj pregled funkcija razdaljine zavrSiemo tzv. merama
divergencije, koje se definiSu nad prostorima koji su ograniceni
na pozitivni hiperkvadrant [10].
Kullback-Leiblerova divergencija data je izrazom

n
s
y) = g x; log —.
i=1 Yi

Ova funkcija ima smisla samo ako nijedna koordinata vektora
y nije jednaka nuli. Primetimo da ona nije ni prametrika, jer
ne zadovoljava uslov (16); takode, nije zadovoljen ni uslov
simetrije (18). DefiniSe se i simetri¢na varijanta Kullback-
Leiblerove divergencije, koja ga zadovoljava:

€29

Z T; log + Yi log = (32)
Jeffreyjeva divergencija data je izrazom
Z i log + yilog & e (33)

gdeje & = (zi+wi)/2,i=1,...,n

B. Mere slicnosti

Funkcije sli¢nosti se mnogo koriste u teoriji pronalaZenja
informacija. Nemaju formalnu matematicku definiciju, mada
se u mnogim prakti¢nim primenama insistira da zadovoljavaju
sledece uslove:

0<f(xy) <1, (34)
fxy)=f(y,%), (35)
f(x,x) = Kk = const. (36)
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Slika 3: Primeri izosimilarnih linija kosinusne sli¢nosti (37),
u dvodimenzionalnom vektorskom prostoru.

Kosinusna sli¢nost je neposredno preuzeta iz teorije pro-
nalaZenja informacija, gde se i dalje intenzivno koristi. Defi-
nisana je izrazom

(37

Ova funkcija se moZe shvatiti kao kosinus ugla izmedu posma-
tranih vektora, kao njihov normalizovani skalarni proizvod, ili
kao korelacija. Ako je prostor 2 ograni¢en na prvi hiperkva-
drant, tada kosinusna sli¢nost zadovoljava uslove (34)-(36), uz
k=1

Na slici 3, prikazane su izosimilarne linije funkcije (37).
Ponovo je posmatran dvodimenzionalni prostor, pri ¢emu je
sada pretpostavljen poloZaj jednog od vektora kao na slici.

Pseudokosinusna sli¢nost data je izrazom

n
inyi
i=1

f (X7 Y) = nlin

Z Ti Z Yi
i=1 =1

(38)

Zanimljivo je da u prostoru ove sli¢nosti postoje vektori koji
nisu najsli¢niji samim sebi.

Dve naredne funkcije spadaju u grupu tzv. mera asocijacije.
Diceov koeficijent je dat izrazom

n
2 Z Ti - Yi
i=1
n n N
D@ty
i=1 i=1

f(xy)= (39)

Koeficijent preklapanja, koji je koriSten u prvim sistemima

Slika 4: Primeri izosimilarnih linija koeficijenta preklapanja
(40), u dvodimenzionalnom vektorskom prostoru (prema [11]).

za automatsko pronalaZenje informacija, definisan je izrazom

n
Z min (xia yz)
=1

n n
min E xj,E Yk
k=1

Jj=1

f (va) = (40)

Na slici 4, prikazane su izosimilarne linije ove funkcije.
I ovde je posmatran dvodimenzionalni prostor, pri ¢emu je
pretpostavljeni polozaj jednog od vektora vidljiv sa slike.

Ako je data (pseudo)metricka funkcija p, tada se iz nje moze
izvesti funkcija sli¢nosti f koja zadovoljava uslove (34-36) na
slededi nacin:

(1) Funkcija p se normalizuje na posmatranom prostoru {2,

tako da vazi

(Vx,y € Q) pn(x,y) €(0,1), (41)
(2) Formira se funkcija
fxy)=1-pn(xy), (42)

koja predstavlja trazenu funkciju sli¢nosti.
Na ovaj nacin, polazeéi od hiperbolickog rastojanja, (28),
moZze se izvesti hiperbolicka sli¢nost

T (- w)?

Z?:1 (z; — yi)2

f(xy)=|In]e (43)

r—

IV. DISKUSIIA

Korisnicima savremenih multiservisnih telekomunikacionih
mreza nudi se veliki broj servisa, koji su razliCite prirode
i karakteristika. Zbog toga, pridruzeni vektorski prostori se
odlikuju izuzetno velikim dimenzijama. Ako tome dodamo i
potrebu da se u realnom vremenu opsluZi veliki broj hetero-
genih korisnika, jasno je zaSto je pravilan izbor funkcije za
kvantifikovanje sli¢nosti vazan Cinilac uspeha personalizacije.

U tipi¢nim scenarijima primene, kvantifikaciona funkcija,
bez obzira na to da li je u pitanju mera razdaljine ili
mera sli¢nosti, trebalo bi da bude S$to manjeg reda racunske
slozenosti. Cesto nije od interesa znati tacnu vrednost sli¢nosti,
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ved je bitno uporediti sli¢nosti nekoliko raspoloZivih servisa sa
procenjenim modelom korisnika. Stoga je velika prednost ako
postoji heuristika koja bi brzo dovela do resenja, makar ono
bilo i suboptimalno. Eventualno postojanje inverzne funkcije
svakako je jedna od prednosti, narocito ako je inverzan pro-
blem lakse resiv.

Jednostavnu heuristiku pruza nam geometrijska interpre-
tacija kvantifikacione funkcije, koja moZze da nas uputi u
kojoj oblasti da traZimo servise od interesa za posmatranog
korisnika.

Da bi se omogudilo fer poredenje servisa, u radu [12]
sam predloZio normalizaciju vektorskog prostora, tako da
predstavlja hipersfernu povrs.

Postojanje jednog podesljivog parametra moZe biti od koristi
u primenama sa malim brojem servisa i korisnika, za koje
je onda pojedinacno moguce odrediti ,,optimalne” metrike; to
nije racionalno raditi u veéim mreZama. Iz istog razloga, nisu
podesne ni funkcije sa viSe od jednog podesljivog parametra,
Sto je diskutovano i u [13].

Imajuéi u vidu ove napomene, ne iznenaduje Sto i dalje
veliki zna€aj imaju Euklidova metrika i kosinusna sli¢nost.

V. ZAKLJUCAK

U ovom radu su prikazane funkcije koje se u procesu per-
sonalizacije telekomunikacionih servisa koriste za kvantifiko-
vanje njihove sli¢nosti sa procenjenim modelom Kkorisnika.
JoS uvek se ne moze reéi da postoji funkcija koja bi imala
najbolje performanse u svim prakti¢nim primenama. Paralelno
sa konstruisanjem novih funkcija, koje bi bile pogodne za
primene u vektorskim prostorima ogromnih dimenzija, svoj-
stvenim za multiservisna okruZenja, stoga ¢e se i dalje koristiti
.stare”, proverene i dobro poznate funkcije, poput metrike
Minkowskog ili kosinusne sli¢nosti.
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ABSTRACT

To deliver a set of personalized telecommunication services
to the end user, it is necessary to quantify their features as
well as to measure the mutual similarities. This paper gives
an overview of some mathematical functions that are used for
this.

QUANTIFYING THE MUTUAL SIMILARITIES OF
TELECOMMUNICATION SERVICES

Milan Bjelica
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