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Sadržaj —Trendovi u poslednjim istraživanjima odnose se 

na uvođenje 4G tehnologije i ostvarivanje širokopojasnog 

pristupa internetu. Protokoli koji imaju tendenciju da 

postojeću DSL i kablovsku internet strukturu zamene 

vazduhom jesu WiMAX (Wireless Interoperability for 

Microwave Access) i LTE (Long Term Evolution). Primenom 

MIMO (Multiple Input Multiple Output) sistema u okviru ovih 

standarda moguće je postići veoma visoke protoke na uštrb 

povećane kompleksnosti. Integracija više antena u sistem na 

prijemnoj strani stvara matricu estimacije kanala što dodatno 

uvećava arhitekturu i zahteva primenu matematičkih 

operacija u cilju uspešne detekcije. Jedna od njih je svakako 

matrična inverzija čija je hardverska realizacija na FPGA 

(Field Programmable Gate Array) platformi prikazana u ovom 

radu na primeru matrice dimenzije 4x4. Efikasan dizajn i nov 

pristup u rešavanju konvencionalnih matematičkih operacija 

omogućavaju frekvenciju takta od 225MHz na Xilinx 

Virtex®-5 čipu što donosi vreme računanja jedne inverzne 

matrice od 285ns.  

 

Ključne reči — Bežična komunikacija, FPGA, MIMO 

sistem, pipeline (protočna obrada), QR dekompozicija, 

WiMAX. 

I. UVOD 

LTIMATIVNI cilj u savremenim bežiĉnim 

komunikacijama oduvek je bio postizanje što većeg 

protoka podataka uz minimalne gubitke. Jedan od naĉina 

za povećanje kapaciteta i performansi prenosa jeste 

upotreba više antena na prijemu i predaji (MIMO) [1]. 

Primena MIMO sistema je jedna od glavnih prednosti 

sistema ĉetvrte generacije i njihova implementacija je 

detaljno opisana u standardima.  

Matriĉni invertor opisan u ovom radu je dizajniran cilju 

raĉunanja kompleksnih operacija preureĊivanja estimirane 

matrice kanala po algoritmu koji svojom strukurom 

nalikuje na V-BLAST algoritam [2], [3]. Sastoji se od više 

iteracija gde je u svakoj potrebno raĉunati pseudo-inverznu 

matricu i tražiti normu svake kolone [4]. Na taj naĉin 

odreĊivan je uticaj (snaga) svake antene ponaosob te se na 

osnovu toga pristupalo preureĊivanju kolona matrice u 

cilju dobijanja sto bolje detekcije u BER (Bit Error Ratio) 

smislu. Ceo sistem obraĊuje signal modulisan po standardu 
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IEEE 802.16e sa specifikacijama prikazanim Tabeli 1.  

TABELA 1: WIMAX SPECIFIKACIJE. 

FFT size 512 

Data Sub-Carriers 360 

System Period 102.9 µs 

Frame Duration 5 ms 

 

U daljim odeljcima će biti detaljno opisan sistem za 

matriĉnu inverziju uz pomoć algoritma QR dekompozicije 

[5] i rešavanjem dobijenog sistema metodom Gauss-ove 

eliminacije. Nakon kraćeg teorijskog uvoda u problem 

inverzije i dekompozije, biće prikazani svi aspekti 

hardverske realizacije kao i rezultati implementacije. 

II. TEORIJSKO RAZMATRANJE INVERZIJE MATRICE 

Neka je A kompleksna kvadratna matrica dimenzija 

nn . Problem raĉunanja inverzne matrice se može 

formulisati na naĉin prikazan u (1) 

                                  IXA  , 

                                     
1 AX .                                (1) 

Primenom QR dekompozicije na matricu A dobija se (2), 

gde je R gornje-trougaona matrica a Q ortonormalna 

matrica za koju važi jednaĉina (3). 

                                  RQA                                 (2) 

                                  IQQ H                              (3) 

Razlaganjem izraza za raĉunanje inverzije dobija se: 

         HQRQRRQA   11111 )( ,                 (4) 

gde je 
HX hermitska matrica matrice X. 

Daljom primenom (4) u (1) dobijamo 

                                   IQXR H  
.                       (5) 

Na ovaj naĉin se dobija trougaoni Gauss-ov sistem 

jednaĉina koji se metodom zamene (back-substitution) 

lako rešava i dobija nepoznata matrica X. 

III. ARHITEKTURA HARDVERA 

A. QR dekompozicija 

Dekompozicija matrice je veoma ĉest metod pri 

rešavanju matriĉnih problema. U ovom sistemu je izabran 

metod QR dekompozicije pomoću Givensovih rotacija [6], 

[7], jer je to standardan metod koji se koristi za QR 

dekompoziciju. Metoda Givensovih rotacija se zasniva na 

matematiĉkim operacijama deljenja i korenovanja, pa je 

zbog toga jedan od problema bio aproksimacija tih 

matematiĉkih operacija. Aproksimacija je neophodna zbog 

uštede hardverskih resursa FPGA ĉipa i o tome će biti reĉi 
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u narednom odeljku.  

Na Sl.1 je prikazan blok dijagram sistema za QR 

dekompoziciju matrice 4x4. Broj dijagonalnih i van-

dijagonalnih ćelija implementiranih za matricu 4x4 je 1 i 7, 

respektivno. Na Sl. 2. je prikazana sistoliĉka struktura niza 

za realizaciju QR dekompozicije [5]. Svaka ćelija se 

višestruko koristi (reuse) za ponovna raĉunanja u 

zavisnosti koji red strukture, prikazne na Sl. 2, je aktuelan 

u izraĉunavanju. U dijagonalnoj ćeliji se vrši estimacija 

ugla kompleksnog ulaznog vektora i to u dva nivoa koji su 

potrebni za rotacije oko realne i imaginarne ose u van-

dijagonalnim ćelijama. Vektore koji se dovode na ulaz 

van-dijagonalne ćelije je potrebno rotirati za ugao koji se 

estimira iz vrednosti dovedene na ulaz u dijagonalnu 

ćeliju. 

R00 R01 R02 R03 i’00

R11 R12 R13

R22 R23

R33

x0(0) x1(0) x2(0) x3(0)

x0(1) x1(1) x2(1) x3(1)

...

...

...

...

Matrix I

i’10

i’20

i’30 i’31 i’32 i’33

i’21 i’22 i’23

i’11 i’12 i’13

i’01 i’02 i’03

To back substitution  
Sl. 2. Sistoliĉka struktura niza za QR dekompoziciju. 

Estimacija ugla i rotacija su se u dosadašnjim FPGA 

implementacijama bazirale na upotrebi CORDIC 

(COordinate Rotation DIgital Computer) bloka [8]. Takva 

realizacija je trošila mnogo hardverskih i logiĉkih 

elemenata. Ovde se pribeglo novom metodu realizacije 

matematiĉkih operacija upotrebom elemenata za množenje 

i akumulaciju (DSP48 Slice, videti [9]). Pribegava se što 

većem korišćenju tih elemenata, jer se na veoma 

sofisticiran naĉin mogu unaprediti brzina rada sistema, kao 

i paralelni rad blokova sistema (pipeline). Shodno tome, 

rotacija za odgovarajući ugao je realizvana množenjem 

konjugovano-kompleksnim brojem i odgovarajućim post 

skaliranjem za vrednost modula kompleksnog broja.  

B. Aproksimacija funkcije x/1  

Neka je sa Z obeležena vrednost u dijagonalnoj ćeliji. 

Tada se množenjem sa konjugovano-kompleksnim brojem 
*Z  i skaliranjem sa  2

/1 Zsqrt  realizuje rotacija. Deljenje 

(u ovom sluĉaju i korenovanje) je izvršeno kao množenje 

sa reciproĉnom vrednošću pomoću polinomske 

aproksimacije na definisanom intervalu. Analizom funkcije 

definisane u (6) je odreĊen opseg gde je funkcija najviše 

linearna. Najmanja greška aproksimacije funkcije 

polinomom prvog reda može biti ostvarena u opsegu 

 ,c , gde je konstanta c izabrana sa najvećom mogućom 

vrednošću. Opseg ulaznih podataka je odreĊen sa 

     1,1,;20
2

 ZZZ ; odakle sledi da vrednosti 

koje su manje od c moraju biti skalirane da bi bile unutar 

opsega  2,c . Skaliranje ulaznih podataka je realizovano 

pomeranjem podataka za broj bitova znaka broja, a faktor 

pomeranja je odreĊen metodom binarnog pretraživanja 

vodećih bita. Faktor pomeranja je izabran kao paran broj, 

pa se tako izlazno skaliranje (po završenoj sqrt  

aproksimaciji), radi vraćanja prave vrednosti, izvodi kao 

obiĉno pomeranje. Uzimajući u obzir sve ove zahteve, 

proraĉunom (upotrebom MATLAB-a [10]) je dobijena 

vrednost konstante 25.0c  [3]. Aproksimacija prvog reda 

je: 

            
x

xfxfxxfxxf
1

);()()(          (6) 

Vrednosti )(xf  and )(xf   su smeštene u memorije 

(LUTs), dok je množenje izvršeno sa DSP48 Slice 

elementima. 

C. Arhitektura dijagonalne i van-dijagonalne ćelije 

Arhitektura dijagonalne ćelije je prikazana na Sl.3. 

Podaci u dijagonalnoj ćelini su već pripremljeni za obradu 

u van-dijagonalnim ćelijama i u njima treba izvršiti samo 

kompleksno množenje, tj. rotacije po obema osama. 

Formula (7) prikazuje matematiĉku operaciju koja se 

Sl. 1. Blok dijagram hardvera za matriĉnu inverziju sa posebnim osvrtom na kompleksnu QR dekompoziciju. 
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izvodi u van-dijagonalnoj ćeliji. 

     



22

1

rotrot

rotrot

QI
jQIjQI  

               




















2222

rotrot

rot

rotrot

rot

QI

Q
j

QI

I
jQI              (7) 

 

Cmplx. 

mult

22

22

QI

QI





X

Approx

x
1

Level 1

save current 

matrix row value

Cmplx. 

mult
22 QI 

X

TDM: I,Q

off-diagonal cell 

rotation 

components

read previous 

matrix row value

Input matrix 

element
I Q

22

1

QI 

off-diagonal cell 

rotation 

componentsLevel 2

Approx

x
1

 
Sl. 3. Blok dijagram dijagonalne ćelije. 

Blok dijagram van-dijagonalne ćelije je prikazan na Sl. 4.  

 

True comlex mult

True comlex mult True comlex mult

/ 

X 

memory

R 

memory

Read 

mem 

engine

Complex data from diag 

cell – level 1 rotations 

Complex data from diag 

cell – level 2 rotations 

control signals

TDM2 (real; imag)

I2 I1 Q1Q2

Complex data in 

TDM2 (real; imag)

I2 Q2 I1 Q1

I Q

I2 Q2 I1 Q1

I Q I Q

Re(X_mem) Im(X_mem)

Off-diag out 

to next row

Complex data out

 
Sl. 4. Blok dijagram van-diajgonalne ćelije. 

Shodno specifikacijama datim u Tabeli 1, kao i radnoj 

uĉestanosti, potreban i dovoljan broj taktnih intervala za 

obradu jedne matrice je: 

                     
 

64
225/1

360/9.102
_ 

MHz

us
cyclesnum .            (8) 

Kašnjenje, koje je nastalo zbog uvoĊenja modula za 

aproksimaciju funkcije i kompleksnog množenja, 

prevaziĊeno je uvoĊenjem TDM (Time Division 

Multiplexing) signala u kome se protoĉno obraĊuju 5 

uzastopnih podataka. Da bi se postigli vremenski zahtevi i 

uspešno implementirao TDM signal, ulazni podaci su 

stabilni 3 taktna intervala. Podaci se prosleĊuju 

dijagonalnoj i van-dijagonalnim ćelijama na svaka 3 taktna 

intervala iz ulazne bafer memorije, koja je realizovana kao 

ping-pong struktura. Vreme dekompozicije jedne matrice 

4x4 je 48443   taktnih intervala (od mogućih 64 prema 

formuli (8)). Preostalo vreme (64-48=12 taktnih intervala) 

se koristi za IO i inicijalizaciju memorija za sledeći TDM 

blok podataka. Svaka ćelija sadrži internu distribuiranu 

memoriju za smeštanje rezultata obrade i to po redosledu 

kako odgovarajući podaci matrice 4x4 dolaze u TDM 

formatu. Van-dijagonalna ćelija sadrži i još jednu 

memoriju u kojoj se smeštaju obraĊeni podaci potrebni za 

rad sledećeg nivoa sistoliĉke strukture prikazane na Sl.2. 

D. Blok za rešavanje sistema jednačina 

Blok za rešavanje sistema jednaĉina je prikazan na Sl. 5. 

Po završenoj QR dekompoziciji, podaci raspoloživi u 

internim memorijama ćelija su stabilni još 12 taktnih 

intervala. Za to vreme ih je potrebno proslediti bloku za 

rešavanje sistema jednaĉina. Podaci se i dalje obraĊuju u 

TDM formatu dužine 5.  

Formula (9) predstavlja matriĉni oblik formule (5) 

izvedene u drugom poglavlju. Trougaoni Gauss-ov sistem 

jednaĉina se metodom zamene (back-substitution) lako 

rešava i dobija nepoznata matrica X. 

       



























































44434241

34333231

24232221

14131211

44434241

34333231

24232221

14131211

44

3433

242322

14131211

000

00

0

YYYY

YYYY

YYYY

YYYY

XXXX

XXXX

XXXX

XXXX

R

RR

RRR

RRRR
   (9) 

ObezbeĊeno je da podaci dolaze takvim redosledom da 

se jednaĉine (10)-(13) izvršavaju jedna za drugom za 

redom, jer je za svaku sledeću jednaĉinu potreban 

prethodno izraĉunati podatak. Izraĉunate vrednosti se 

smeštaju u internu blok RAM memoriju. Za potrebe 

izraĉunavanja novih vrednosti se oĉitavaju prethodno 

izraĉunate vrednosti, koje su saĉuvane u memoriji.  

                                     

44

4
4

R

Y
X i

i 
                              (10) 

                           

33

4343
3

R

XRY
X ii

i


                         (11) 

                     

22

4243232
2

R

XRXRY
X iii

i


               (12) 

             

11

4143132121
1

R

XRXRXRY
X iiii

i


      (13) 

Svaki od blokova za prosleĊivanje odgovarajućih podataka 

vrše baferisanje ulaznih podataka i logiĉko oblikovanje 

izlaznog signala u zavisnosti od jednaĉine koja se rešava. 

Deljenje sa odgovarajućom vrednošću je realizovano 

množenjem sa x/1 . Funkcija x/1  je aproksimirana na 

sliĉan naĉin kao i prethodno opisana aproksimacija 

funkcije x/1  pomoću polinomske funkcije. Množenje je 

izvršeno upotrebom DSP48 Slice elementima. 

IV. FPGA IMPLEMENTACIJA 

Arhitektura opisana u trećem poglavlju je realizovana 

pomoću alata Xilinx System Generator za DSP [11] 

projektovanje i implementaciju. Ciljna platforma je 

Virtex®-5 XC5VFX130T-2FF1738 FPGA ĉip [9]. 

Frekvencija hardverske platforme je 225MHz. Za ceo 

sistem je napisana referentna Hardware-matched 

simulacija u MATLAB-u. Greška koja se unosi 

aproksimacijom funkcija x/1  i x/1  je reda 510 , što je 
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izuzetan rezultat. U Tabeli 2 je prikazano zauzeće 

hardverskih resursa na ciljnoj hardverskoj platformi. 

 
TABELA 2: ZAUZEĆE RESURSA NA FPGA ĈIPU. 

Function Slices LUTs/FFs DSP48 Block 

RAM 

Matrix 

Inversion 

3,415 

(16%) 

8,142/10,369 

(9%) 

57 

(17%) 

16 

(3%) 

 

V. ZAKLJUĈAK 

U radu je prikazana hardverska implementacija 

matematiĉkog algoritma koji se veoma ĉesto koristi u 

komunikacionim sistemima. Postignuta je veoma visoka 

fleksibilnost i skalabilnost sistema za raĉunanje inverzije 

kvadratnih matrica. TakoĊe, postignut je izrazito visok 

nivo protoĉne obrade i paralelnog rada hardverskih 

blokova na visokim uĉestanostima, upotrebom specifiĉnih 

tehnika digitalne obrade signala. Efikasan dizajn sistema i 

realizacije matematiĉkih operacija je razlog relativno 

malog zauzeća hardverskih resursa ĉipa. UnapreĊenja su 

moguća u pogledu još veće hardverske optimizacije 

pojedinih blokova sistema.  
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ABSTRACT 

The last exploration has been related with leading in 4G 

technology and achieveing broadband internet access. 

Protocols which has tendency to replace existing DSL and 

cabel internet structure with air are WiMAX (Wireless 

Interoperability for Microwave Access) and LTE (Long 

Term Evolution). Using the MIMO (Multiple Input 

Multiple Output) sistems within these standards can 

provide high data rates the prejudice of the complexity 

increasion. The multiple antenna integration into the 

system makes channel matrix estimation at the receive side 

what enlarge architecture additionally and require using 

mathematical operations to achieve a successfull detection. 

Anyway, one of them is the matrix inversion which 

hardware realization on the FPGA (Field Programmable 

Gate Array) platform is presented in this paper for the 

example on a 4x4 matrix. An effecient design and a new 

method in solving of the conventional mathematical 

operations makes possible clock frequency of 225 MHz at 

the Xilinx Virtex®-5 chip what afford that a time for single 

matrix calculation is 285ns. 

 

FPGA IMPLEMENTATION OF THE COMPLEX 

MATRIX INVERSION USING QR 

DECOMPOSITION 
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Sl. 5. Blok dijagram hardvera za matriĉnu inverziju sa posebnim akcentom na blok za rešavanje sistema jednaĉina. 
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